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Zur Arithmeiik in Schίefringen. I.
Von Keizo ASANO.
In einer fruheren Arbeit ) habe ich die arithmetische Idealtheorie in
Schiefringen untersucht. Dort habe ich die Idealtheorie in hyperkomplexen
Systemen von SPEISER, BRANDT, ARTIN und HASSES) axiomatisch be-
griindet. Die vorliegende Arbeit besteht aus den Erganzungen und den
weiteren Untersuchungen der fruheren Arbeit.
S sei ein Schiefring mit Einselement. Wir nennen die Einheiten von
S regulare Elemente. Ein Teilring o von S heisst eine Ordnung, wenn o
1 enthalt und wenn es fΐir jedes x e S regulare Elemente a, β aus o gibt,
so dass x a e o und β x e o ist. Ein o-Linksideal ist definiert als ein regu-
lare Elemente enthaltender o-Linksmodul (o-Rechtsmodul) α aus S, so dass
α λ C o (λαCo) fur ein regulares λ ist. Zwei Ordnungen o, o' von S
heissen einander Equivalent, wenn es regulare Elemente λ, μ, λ', // gibt,
so dass λ o' μ C o und λ' o /// C o' ist. Eine Maximalordnung ist eine
Ordnung, die unter den einander aquivalenten Ordnungen maximal ist.
Ist o eine Ordnung von S, so gibt es nicht immer ein beliebiges Element
xeS enthaltendes zweiseitiges o-Ideal. Wenn dies immer der Fall ist,
d.h. wenn es fiir jedes xeS regulare Elemente a, β aus o gibt, so dass
x o a C o und β o x C o ist, so heisst o eine regulare Ordnung. Nach
einigen Vorbereitungen in § 1 iiber Ordnungen und Ideale werden wir in
§ 2 zweiseitige Ideale bezuglich einer Maximalordnung o untersuchen. Zwei
zweiseitige o-Ideale α, b heissen quasigleich, wenn α~1 = b~1 ist. Die
Klassen quasigleicher Ideale bilden eine archimedische Verband-geordnete
Gruppe. Sie ist also als eine Gruppe abelsch und als ein Verband dis-
tributiv. Der Artinsche Verfeinerungs^atz ist eine unmittelbare Folgerung
des Jordan-Holder-Schreierschen Satzes in Verbandtheorie. Die Hen-
ϊ ) K. ASANO, Arithmetische Idealthorie in nichtkommutativen Ringen, Japan. Journ.
Math. 16 (1939),- S. 1-36. Vgl. auch N. JACOBSON, Theory of rings (1943).
3) Vgl. M. DEUKING, Algebren, Ergebnisse d. Math. Π935J
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ekesche Idealtheorie in . hyperkomplexen Systemenό) wird. somit verall-
gemeinert und verfeineit. Dann und nur dann bilden alle, zweiseitigen
Ideale beziiglich einer regularen Ordnύng o eine Gruppe, .wenn-die folgenden
drei Axiome erfiillt sind :
P,: o ist eine. regulate Maximalordnung.
P^: Es gilt der Teilerkettensatz fur ganze zweiseitige o-Ideale.
P.,: Jedes Primideal ist (zweiseitig) teilerlos.
Es sei o eine Ordnung von S, fur die die obigen drei Axiome erfullt
sind. In S 3 werden wir alle Teilringe o' mit o C o' C s bestimmen. P
sei eine Menge von Primidealen von o und OF bedeute den Ring aller zu
P ganzen Elemente. Dann ist OP ein o umfassender Teilring von S und
umgekehrt stimmt jeder o umfassende Teilring von S mit einem OP ίiber-
ein. Fernet gelten fίir OP die obigen drei Axiome.
In §4 wird das Gruppoid der normalen Ideale untersucht. Man kann
nun die Arithmetik in Algebren durch die folgenden drei Axiome be-
griinden.
I. { o } ist ein System aller einander aquivalenten Maximalordnungen
von S.
"ll. In jeder Maximalordnung o gilt der Teilerkettensatz fίir ganze
zweiseitige o-Ideale.
III. In jeder Maximalordnung o ist jedes Primideal p stark teilerlos,
d. h. der Restklassenring o/p ist ein einfacher Ring.
Daranschlieεεend werden wir in £ 5 die gegebene Arithmetik in S aiif
den Matrizenring S
n
 erweitern. In S 6 wird schliesslich der Zusammen-
hang unserer Arithmetik mit der gewόhnlichen Arithmetik in Algebren
erklart.
Im Teil II dieser Arbeit werden wir die Arithmetik in allgemein halb-
einfachen Ringen naher untersuchen. Ein Schiefring mit Einselement
heisst ein allgemein einfacher Ring, wenn er zweiseitig einfach ist und
sein jedes Element entweder eine Einheit oder ein Nullteiler .ist. Die
direkte Summe von endlich vielen allgemein einfachen Ringen heisεt ein
3) K. HKNCKE, Zur arithuietischen Idealtheorie hyperkomplexer Zahlen. Abh. Ham-
burg. Univ. 11 (1936), S. 311-332.
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allgemein halbeinfacher Ring. S sei nun ein allgemein halbeinfacher Ring
und o sei eine Ordnung von S mit den folgenden Eigenschaften :
1. Es gibt ein System { or } von regularen Ordnungen von S, so dass
0 = f\τ 0
Γ
 ist.
2. Die zweiseitigen or-Ideale bilden eine unendliche zyklische Gruppe.
3. Das (einzige) Primideal ^βr von or ist stark tέilerlos, d. h. der
Restklassenring oτ/tyτ ist ein einfacher Ring.
4. Fiir jedes regulare Element a aus S gilt or a or = or bis auf
endlich viele or.
5. Fiir zwei or, oσ gibt es ein o-Element α, so dass a = 1 ($βr), a = 0
($PO sind.
Dann gelten fur o die Bedingungen P^ P,, P*:
PP*. Jedes Primideal von o ist stark teilerlos.
{ or } ist nichts anderes als { o^ j . Jedes o^-Links- sowie op-Rechtsideal
ist ein Hauptidealring. Die obigen fϋnf Bedingungen sind Equivalent mit
den drei Bedingungen P
v
 P2, P*. Daraus folgt eine bemerkenswerte
Tatsache: Ist o0 eine feste Maximalordnung von S, fur welche die drei
Axiome PJ9 P^ P8* gelten, so gelten sie auch fur jede mit o0 aquivalente
Maximalordnung.
§ 1 ORDNUNGEN, IDEALE.
Es sei o ein Schiefring mit Nichtnullteilern un<LH sei eine Halbgruppe,
welche aus gewissen Nichtnullteilern von o besteht. Ein Erweiterungsring
S von o heisst ein linksseitiger Quotientenring von o nach //, wenn die
folgenden Bedingungen erfϋllt sind :
1. S hat das Einselement 1.
2. Die Elemente von H sind Einheiten von S.
3. Es gibt fίir jedes x aus S ein Element a aus H, so dass
axζ. o ist.
Jedes Element x aus S lasst sich also in der Form a 'a (a£H,
a G o) darstellen. Dann und nur dann gibt es den (bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmten) linksseitigen Quotientenring S von o nach H, wenn
es fur jedes a € o und jedes X 6 H Elemente af e o, λ' e H mit a'\ = \ra
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gibt.4) Es gibt fίir endlich viele Elemente λp . . , , λw aus H ein Element
λ aus #, so dass λ = CA λj = ... = cn \n (c< e o) ist. Fur endlich viele
Elemente #,,. . . , x
n
 aus S gibt es also ein Element a aus //, so dass
a Xi e o, i = 1,..., n. Besteht # aus den samtlichen Nichtnullteilern von
o, so heisst S ein linksseitiger Quotientenring von o.
S sei nun ein vorgegebener Schiefring mit 1. Die Menge der samt-
lichen regularen Elemente, d. h. Einheiten von S werde mit S* bezeichnet.
S* bildet eine multiplikative Gruppe.
DEFINITION. Ein Teilring o von S heisst eine Ordnung von S, wenn
o 1 enthalt und S der (links- sowie rechtsseitige) Quotientenring von o
nach S*/^o ist.
Wenn ein Teilring o' von S 1 enthalt und wenn es regulare Elemente
λ, μ gibt, so dass λ o μ C o' ist, so ist o' eine Ordnung. Es gibt namlich
fur jedes x e S ein a e S* f\o mit α — a μx μ~' £o, also ar x = af, af =
λ a μ e S* p\ o', af = λ a μ e o'.
DEFINITION, o sei eine Ordnung von S. Eine Teilmenge α von S
heisst ein o-Linksideal (o-Rechtsideal\ wenn 1. α ein o-Linksmodul (o-
Rechtsmodul) ist, 2. α ein regulares Element μ enthalt, 3. es ein regulares
Element λ gibt, so dass α λ (λα) in o enthalten ist.5)
Sind o, o' zwei Ordnungen von S und ist α ein o-Links- sowie o'-
Rechtsideal, so heisst α ein o-o'-Ideal. Ein o-o-Ideal heisst ein zwei-
seitίges o-Ideal. Fur jedes Element x aus S gibt es ein x enthaltendes
o-Linksideal (o-Rechtsideal), z. B. (o, o#) ((o, α o)). Aber es gibt nicht
immer ein x enthaltendes zweiseitiges o-Ideal.
Sind α, b o-Linksideale (o-Rechtsideale), so ist die Summe a\J b =
(α, b) sowie der Durchschnitt α f\ b auch ein o-Linksideal (o-Rechtsideal).
Ist α ein o-o'-Ideal und b ein o'-o"-Ideal, so ist das Produkt α b ein o-o"-
Ideal Insbesondere ist das Produkt zweier zweiseitigen o-Ideale ein
zweiseitiges o-Ideal.
DEFINITION. Zwei Teilmoduln m, π von S heissen einander Equivalent,
4 j Vgl. K. ASANO, Ubar die Quotientenbildung von Schiefringen. Journ. Math. Soc.
Japan. 1 (1949)
5) Man kann ^, μ als Elemente von 0 annehmen.
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wenn es regulare Elemente λ, μ, λ', μf gibt, -so daεs λ n μ C m, λ' in μf C n
sind.
Sind zwei Ordnungen o, o' von S als Teilmoduln aquivalent, so heissen
sie einander aquivalent. In diesem Fall kόnnen Elemente λ, μ mit
λ o' μ C o aus o ebenso Elemente λ', /// mit λ 'o μ' C o' aus o' gewahlt
werden.
SATZ 1.1. Es seien 0,0' zivei Ordnungen von S. Gίbt es eίn o-o'-
/tZeα/ α, so isί o mit o' aquivalent. Sind umgekehrt o ^m£ o' aquivalent,
so gibt es eίn o-of-Ideal.
Beweis. Weil es regulare Elemente λ, λ', μ mit α λ C o , λ 'αCo',
μ e α gibt, so gilt λ 'o μ C λ' α C o', μ of λ C α λ C o d. h. o und o' sind
aquivalent. Es seien umgekehrt o und of aquivalent. Es gibt regulare
Elemente λ, μ, λ', μ mit λ' o /// C o' (λ', // e o'), λ o ' μ C o (λ, /^ e o).
Setzt man α = o λ /^'o' so ist α C o μ' o' und C o λ or, also
λ' α CI λ' o μ! o' CI o' or = o', a μζ^oλo' μζ^oo — o,
d.h. α ist ein o-o'-Ideal. Damit ist der Satz bewiesen.
Ist α ein o-Linksideal, so bildet θι = { x \ x α C α, x e S | eine o um-
fassende, mit o aquivalente Ordnung und ol ist ein o-Linksideal. Ferner
bildet o
r
 = f x α α; C α, x e S } eine mit o aquivalente Ordnung und α ist
ein θj-o
r
-Ideal. Denn o
z
 und o,. sind Schiefringe mit 1 und bedeuten λ,
μ regulare Elemente mit α λ C o, μζ. σ, so gilt θ j μ λ C o
z
α λ — αλ Co,
o C 0, es gilt ferner α λ α C oα = α, folglich α λ C olf λ o μ C λ α C or,
d.h. o
z
, o
r
 sind Ordnungen und α ist ein o^o
r
-Ideal. Die Ordnungen o,
ol9 or sind einander aquivalent. Analog ist es fur ein o-Rechtsideal.
DZFINJTION. o
z
 bzw. o
r
 heisst die Linksordnung bzw. Rechtsordnung
von α.
Es ist ersichtlich α C ot ^± α ' C α ^ ± α C or. '
Ein o-Linksideal heisst ganz, v/erm es eiπen King bildet,
d. h. wenn es in seiner Links- oder Rechtsordnung (und als Folgc clavoii
in beiden Ordnungen) enthalten ist.
DEFINITION. Eine Ordnung von S heisst eine Maximalordnung, wenn
sie unter den mit ihr aquivalenten Ordnungen maximal ist.
Svrz. 1. 2. Es seί o eine Ordnung von S. Die folgenden Bcdίn-
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gnngen sind einander cίqnivalent:
1. o ίst eίne Maximalordnung.
2. 7ί7s gibt kein gauzes o~Links- sowie v-Rechtsideal, das o umfasst,
aber nickt gleίch o ist.
3. Die Linksordnung eines beliebigen o-Linksίdeals ist o und die
Rechisordnung eines beliebigen o-Rechtsideals ist o.
4. Die Links- sowie Rechtsordnung eines beliebigen zweiseitigcn
o- Ideals ist o.
Beweis. Es gilt ersichtlich (l)^(2)->(3)->(4). Wir zeigen (4)->(l).
Ist zunachst in ein in S enthaltenes o-Linksmodul υnd gilt λ in C o
(λ e S* f\ o), so ist m λ C o denn es ist o λ cm λ = o λ m λ C oo X C o λ o
und da o λ o ein zweiseitiges o-ίdeal mit der Rechtsordnung o ist, ist
m λ C o. Es sei nun o' eine Ordnung mit o C o', λ o' μ C o (λ, ^  e S* Λ °)
Nach dem voraufgehenden ist o ' / ^ λ C o ; ebenso ist / / λ o ' C o . o' ist
also ein zweiseitiges o-Ideal, dessen Linksordnung gleich o ist. Da aber
oΌ' — o' ist, ist of C o, also of = o.
Nach diesem Satz ist ein einseitiges Ideal bezίiglich einer Maximal-
ordnung o dann und nur dann ganz, wenn es in o enthalten ist. Ferner
ist jeder mit einer Maximalordnung o aquivalente o-Linksmodul α ein
o-Linksideal, weil aus λ α μ C o (λ, μ e S>!ί f\ o) α μ λ C o folgt.
Es sei α ein einseitiges Ideal beziiglich einer Ordnung o, dessen Links-
bzw. Rechtsordnung ot bzw. or ist. Wegen
wird die Menge α"1 aller c aus S mit α c α C α auch als die Menge aller c
mit α c C o
r
( c α C o
r
) bestimmt. α"1 ist ein ό
r
-o
z
-IdeaK
DEFINITION, α"1 heisst das zu α inverse Ideal, α heisst τtmkehrbar,
wenn αcr
 L
 = o^ und α ""' α = o
r
 ist.
Sind αb zwei Ideale mit derselben Linksordnung (Rechtsordnung), εp
folgt aus α C b α"Ob~\
SATZ. 1. 3. Es sei o βine Maximalordnnng und α sei em o-Links-
ideal. Die Linksordnung von cr1 ist eine Maximalordnung.
Beweis. Die Rechtsordnung von α sei o' und die Linksordnung von
α"
1
 sei or/. Dann ist o/; ^  o'. Ferner sei o{ eine o" umfassende, mit o"
aquivalente Ordnung: Oj^o' 7. Dann ist c — αo
α
α
 l
 ein mit o,, also mit
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o aquivalente o-o-Doppelmodul ist namlich λ bzw. μ ein regulates Element
aus α bzw. cr1, so ist (O λ o
x
//,
 μc \ C o'o 0' = o . Da o maximal ist,
ist c ein zweiseitiges o-Ideal. Wegen
c
2
 = αo^cr
1
 αo cr
1
 C α^Xcr1 = αo α'1 = c
ist c sogar ganz, also c — α o α ^ C o . Demnach ist oα" 1 Cα~ 1 , d.h.
o C o" und wir erhalten o, = o". Damit ist der Satz bewiesen.
SATZ. 1. 4. Es sei o eίne Maximalordnung und t seί ein Teilring von
S mit λ t μ C^ o (λ, μ£ S •). Dann gibi es eίne mit o aquivalente Maxi-
malordnung, die t umfasst. %
Beweis. α = (o λ, o λ t) ist ein o-Linksideal, dessen Rechtεordnung t
umfasst. Die Linksordnung von α*1 ist eine t umfassende Maximalordnung.
KOROLLAR. Es sei o eine Maximalordnung. Jede mit o aquivalente
Ordnung ist in eίner mit o dquivalenlen Maximalordnung enthalten.
DEFINITION, p sei ein in einer Ordnung o enthaltenes, von o ver-
schiedenes zweiseitiges o-Ideal.
p heisst ein Prίmideal von o, wenn aus .αb = 0 (p)α ^O(ρ) oder
b ^ E O ( p ) folgt, wo α, b in o enthaltene zweiseitige o-Ideale sind.
\> heisst (zweiseitig) teilerlos, wenn der Restklassenring o/p kein echtes
zweiseitiges Ideal hat.
t> heisst stark teilerlos, werm der Resklassenring o/p ein einfacher
Ring ist.
Jedes stark teilerlose Ideal ist teilerlos und jedes teilerloεe Ideal ist
ein Primideal. Ein Primideal t> von o ist dann und nur dann stark teilerlos,
wenn iif o/\> der Vieifachenkettensatz fur Linksideale (Rechtsideale) giίt.
DEFINITION. Eine Ordnung o von S heisst regular,f) wenn es fur
jedes xeS regulare Elemente a, β aus o gibt, εo dass x o a C o, β o x C o
sind. Man erhalt leicht:
SATZ 1. 5. Es sei o eine Ordnung von S. Die folgenden Beding-
ungen sind einander dquίvalent:
1. o ist regular.
2. Fur jedes x aus S gibt es ein zweiseitiges o-Ideal, das x enthdlt.
3. Jeder Modid o μ o (μ G S*) ist ein zweiseitiges o-Ideal.
G) In meiner fπiheren Arbeit nenne ich " beschriinkt".
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4. 1st M ehϊe Teίlmenge von S und ist \ M μ c; o (λ, μ 6 ί?*), so
gibt es regktlare Elemente a, β aus o, w class a M C o, M β C o.
5. Es gibt fur jedes regulare a aits o regulare Elemente af, a" aus
o, so dass o a^2af o, a o^o a".
6. Jedes einseitige o-Ideal enthίilt ein zweίseitiges o-Ideal.
SATZ 1, 6. Ein Teilring o' von S fet eine regulare Ordnung, wenn
o' 1 enthίilt und mit einer reguldren Ordmmg o dquivalent ist.
Beweis. Es gibt regulare Elemente λ, /*, λ', // mit λ o'
 μ C o,
λ/ 0 μr ^  0' Es gibt ferner fίir jedes x aus S ein α 6 S* f\ o mit
α /^' o' x //-1 Co, da /// o( α: /'"1 in /// λ"1 o /^-] a: μf~l enthalten ist. ar —
λ' a μf ist ein regulates Element aus o' und es ist af o' x C λ' o μ' C o'.
Ebenso gibt es ein βr e S* f\ o' mit x of βf C o'.
SATZ 1. 7. Der Durchschnitt o f\ of z^ve^er aquivalenten reguldren
Ordnungen o, o' ist eine mit o und o' aqidvalente regulάre Ordnung.
Beweis. Es gibt regulare Elemente a, β mit a of C o (a € o), β o C o'
(βeo'). Da β~la in der Form /^ \~l (λ, /^ e S* f\ o) dargestellt wird, ist
7 = αλ = /3 μ e o, 7 o = β μ o C β o C or. Wegen γ o C o ist γ o C o f\ o',
andererseits ist o f\ o' C o.
SATZ 1.8. Es sei o erne regulare Ordnung. Die folgenden zwei
Bedίngungen sind Equivalent:
1. o ist eine regulare Maximalordnung.
2. Es gibt kein ganzes zweiseitiges <o-Ideal, das o umfasst, aber
nίcht gleich o ist.
SATZ 1. 9. Ein Teilring o von S mit den folgenden Eigenschaften
ist eine regulare Maximalordnung.
1. o enthdlt Eίns 1.
2. Es gibt fur jedes x£.S ein regulares Element a aus o mit a x 6 o.
3. Es gibt fur jedes a aus S* f\ o ein β aits S* f\ o, so dass
o a ^  β o ist.
4. ί7s flfibί (aτtsser o) keinen o umfassenden Teilring o' ron S, so
λ o' C o mit einem reguldren λ isί.
Beweis. Wir zeigen, dass aus o a^β o a o ^  o β folgt. Es ist o a =
α 15 o /9 o = b. 0' = { « I b α? C b, a? € S} ist ein o umfasεender Teilring
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von S und es gilt β o' C bo' = b C o, also o = o'. Aus o a ^  b folgt
*
or
1
 o = j x I o a x C o, x e S } C { # j ' b x C o, α? 6 S j — α
Wegen bα C o 1st bαb C b, also αb C o, a~' o β C αb C o, o /3 C a o.
KOROLLAR 1. Es sei o eine Maximalordnung. Wenn es fur jedes
regulare a cms o eίn. reguldres β aus o gίbt, so dass o a ^  β o isί, so ίsί
o regular.
KOROLLAR 2. ί?iέr eine regulare Maxίnuilordming o ^^7ί
θ Λ ^ / 9 o ^ ± α o ^ o / 3 (α, β e S ' f\ o)
•
SATZ 1.10. .£7s seίen o, or ^^ei aquίvalente Maxίmalordnungen.
Das Prodiikt oof ίst dann und nur dann eίn o-o'-Ideal, wenn es ganze
o
f
~o-Ideale gίbt. Die Summe aller ganzen o'-o-Ideale ίst (oo')"1-
Beweis. 1st oo'^ o ein o-of-Ideal, εo ist (oo')~ ]Co, (oo')~l ist also
ein ganzes o'-o-Ideal. Wenn es ein ganzes o'-o-Ideal σ gibt, so ist αoo'α =
ααCα, also oo'Ccr1. oor ist somit ein o-o'-Ideal. 1st α ein beliebiges
ganzes o'-o-Ideal, so ist (oo') α = oα C oo — o, α C (oo')" -
SATZ 1.11. Es seί o eine Maxίmalordmmg. Wenn es fur jede mίt
o aquivalente Maximalordnung o' ein ganzes o-of-Ideal gίbt, so ίst o
regular.
Beweis, o' = λ'1 o λ ist fur jedes regulare Element λ ein mit o aqui-
valente Maximalordnung. Nach Satz 1.10 ist o'o ein o-Rechtsideal, also
μ λ"1 o λ o C o mit einem regularen Element //, Damit ist o λ o ein zwei-
seitiges o-Ideal.
§ 2 ZWEISEίTIGE IDEALE BEZUGLICH EINER MAXIMALORDNUNG
S sei ein Schiefring mit Eiselement und o sei eine feste Maximal-
ordnung von S. Die deutschen Buchstaben bezeichnen im folgenden
zweiseitige o-Ideale. Wir definieren: α ist quasigleich b, wenn cr' = b~ 1
ist. Zeichen : α ~ b.
Wie beim kommutativen ) erhalt man:
1. α~(cr :)- !. (α-)-Oα.
(α' 1)"1 ist das umfassendste zu σ quasigleiche Ideal. Wir bezeichnen es
mit α.
7; Vgl. die in (3) zitierte Arbeit von K. HENCKE.
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2. 1st α ~ b und c ~ b, so ist αc ~ bb.
3. αα- J~o.
4. α ~ b ;± αc = bb mit c — o und b ~ o.
5. Alle einem ganzen Ideal quasigleichen Ideale sind wieder ganz.
6. Ist α ~ b und c ~ b, so ist α \J c ~ b \J b.
7. Ist α ~ b und c ~ b, so ist α f\ c ~ b f\ b.
Beweis. Es genίigt zu beweisen α f\ c ~ b f\ c. Denn es ist dann
α f\ c ~ b f\ c ~ b Λ i>- Es gilt
bb-1 (α A 0 C bb-'α A b^"3c — bcr Jα Λ ^"'c C bo f\ oc = b f\ c,
a^o αα^U^b"1 (σ f\ c) C αα"1 (b f\ c) C α A c Wegen αα"1 ~ o, bb-1 -^  o ist
c i Λ c - b Λ c . '
Vereinigt mgn alle einem Ideal quasigleichen Ideale zu einer Klasse, so
bildet die Gesamtheit der Klassen eine Gruppe G. Das Einselement 7 von
G ist die Klasse derjenigen Ideale, die zu o quasigleich sind. Die inverse
Klasse A~l einer Klasse A ist die crJ (α G A) enthaltende Klasse. Anderer-
seits bildet G einen Verband. Die Klassen A \J B bzw'. A f\B ist die
Klasse, die α \J b bzw. α Γ\ b (α € A, b € S) umfasst. Dann und nur dann
ist A <, B (A, Be G), wenn cr1 ^  ϊr1, d. h. α C b (α e A, b eB) ist. Eine
Klaεse A <^ I heisst ganz sie ist die Klasse, die aus lauter ganzen Idealen
besteht. Ist A < β, so gilt CA < CB, AC <^ BC. G ist ferner archi-
medisch d. h. ist Cv ^  A (v = 1, 2,...), so ist C ^  /. Beweis. Bedeutet
α das umfassendste Ideal in A, so ist cv C α, c € C (» — 1, 2,...). Der von
o und c erzeugte Ring o' ist in o \J α enthalten. Es gibt also ein regulares
Element λ mit of λ CΓ o. Wegen der Maximalitat von o ist o — o' und
c C o, d. h. C <: 7. Eine archimedische Verband-geordnete Gruppe ist
bekanntlich als eine Gruppe kommutativ und als ein Verband distributiv.
Das Produkt von Idealen ist somit im Sinne von Quasigleichheit kommutativ.
SATZ 2. 1. Die Klassen qτmsigleίcher Ideale bilden eine archimedische
Verband-geordnete Gruppe. Sie isl also als eine Gruppe kommutativ und
als ein Verband distributiv.
KOROLLAR. Das Produkt von Idealen ist bis auf Quasigleichheit
kommutativ.
Man erhalt ohne Mίihe:
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8. 1st At\JBt = I (i=l,..., n;k=l,...,m), so ist n?el At\J
9. (Af\B)(A\JB) = AB. Ist.A\JB = I, so ist A f\B = AB.
10. Ist A < B, so gebt es ein (7 < 7 mit yl = EC und umgekehrt.
11. Sind zwei Verband-quόtienteh A I AC und β/57) (C, /><:/) pro-
jektiv, so ist C — D.
Beweis. Es genίigt den Satz zu beweisen im Falle, wo A /AC zu
B/BD transponierbar ist. Es sei also A = B \J AC, BD = B f\ AC. Dann
ist B = AC', Cr ^  I und 1= A~l (B \J AC} = Cf \J C, C'D = A^ (B f\
AC) = C' f\C= C'C, also D = C.
Nach dem voraufgehendeή und nach dem Satz von Jordan-Holder-
Schreier erhalt man leicht :
SATZ 2. 2. Verfeinerungssatz. (1. Fassung) Wenn zwei Faktor-
zerlegungen eines ganzen Elements A aus G gegeben sίnd :
A = A^ . . . A
n
 = B, . . . B
m
 (A,, Bj ^ /),
so kann man die beίden Produkte derart wetter zerlegen, dass diese
Zerlegungen itbereinstίmmen.
SATZ 2. 3. Verfeinemngssatz. (2. Fassung) Wenn zwei Faktorzer-
legungen eines ganzen Ideals α gegeben sind :
α -^  αA . . . αw ~ b. . . . bw,
so kann man die beiden Produkte derart wetter zerlegen, dass diese
Zerlegungen bis attf Qtiasigleίchheit ύbereίnstimmen.
DEFINITION. P sei ein von I verschiedenes ganzes Element aus G.
P heisst tinzerlegbar, wenn in jeder Produktdarstellung P — AB
(A, B <^ /) notwendig ein Faktor gleich I ist.
P heisst teίlerlos, wenn es kein Element A mit P < A< I gibt.
P heisst ein Primelement, wenn aus AB <; P (A, B <L 7) A <^ P oder
B ^  P folgt,
Man kann leicht zeigen, dass die obigen drei Eigenschaften einander
aquivalent sind.
1st P ein Primelement von G, so ist das umfassendste Ideal t> in P
ein Primideal /x/ o. Ist umgekehrt p /x/ o ein Primideal von o, so ist p =
(p-i)-ι = p ; denn es ist cp = |?b, c ~o, b ~o, also φ = 0 (p), c Φ 0 (p),
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folglich ist p = 0 (p) und j> = p. Die f> enthaltende Klasse ist ersichtlich
ein Primelement von G.
SATZ 2. 4. 7s£ p em Primideal von o, so isί entweder p — o ocZ0?
p = p. jE7i% Element P von G ist dann und nur dann unzerlegbar, wenn
P ein Prίmideal ^ o enthdlt.
Es gilt fetner:
SATZ 2. 5. Dann und nur dann wird Jedes Element A < I aus G
als ein Produkt von unzerlegbaren Elementen dargestellt, τvenn der Teller-
kettensatz fur ganze Elemente von G gilt. Nach dem Verfeinerungssatz
ist diese Zerlegung eindeutig. G ist somit eine abelsche Gruppe, die
das direkte Produkt von den Primelementen erzeugten unendlίchen
Zyklen ist.
SATZ 2. 6. Wenn der Teller kettensatz fur ganze IdeaJe im Sinn dcr
Quasigleichheit gilt, so ist jedes gβnze Ideal quasigleich einem Produkt
von eindeutig bestimmten Prίmίdealen p , . . . , p
r
, die nicht quasigleich o
sind.
BEMERKUNG. In der Gruppe von Klasεen qυasigleicher Ideale sind
die folgenden Bedingungen einander aquivalent:
1. Teilerkettensatz fΐir ganze Elemente.
2. Eingeschrankter Vielfachenkettensatz fur ganze Elemente, d. h.
Vielfachenkettensatz fur ganze Elemente, welche Teiler eines beliebigen
festeή ganzen Elements sind.
3. Die ganzen Teiler eines beliebigen festen ganzen Elements sind
endlich viel.
Man kann also im Satz 2.5 sowie Satz 2.6 den Teilerkettensatz
durch den eingeschrankten Vielfachenkettensatz ersetzen.
SATZ 2. 7.' Alle zweiseitigen o-Ideale bίlden eine Gruppe, wenn die
folgenden Bedingimgen erfullt sind :
1. Es gilt der Teilerkettensatz (oder der eingeschrankte Vielfachen-
kettensatz] fur die ganzen Ideale im Sinn der Quasigleίchh&ίt.
2. Jedes Prίmideal von o ist teilerlos.
3. Jedes Primideal umfasst ein Ideal α mit α — α.
Beweis. Ist p ein Primideal, so ist p ^  α, ά = α bedeutet α ~ fa... p
r
(pi ^  o, i =1,..., r) die Primfaktorzerlegung im Sinn der Quasigleichheit,
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so ist £ ^  α— α ^  ^  ... p
r
, also gilt fiir ein $t p ^  j>4, folglich p — j>< /x. o.
Kein Primideal ist somit quasigleich o. Da jedes ganze Ideal α 'Φo dureh
ein Primideal teilbar ist,8) so kann α nicht quasigleich o εein. Aus α~o
folgt somit α = o. Quasigleichheit und Gleichheit sind also gleichbed|iut;
end. Mithin bilden alle Ideale eine Gruppe.
SATZ 2. 8. Es sei o eine Ordnung von S. Dafiir, class alle zweiseί-
tίgen o-Ideale eine Gruppe bihlen, sind die folgenden Bedίngungen not-
wendίg und hinreichend:
1. o ist eine Maximalordmtng.
2. Es gilt der Teίlerkettensaίz (oder der eίngeschrdnkte Vίelfacti€n-
keitensάtz] fur die ganzen zweiseitigen o-Ideale.
3. Jedes Primideal von o ist teilerlos.
4. Jedes Primideal umfasst ein Ideal α mίt α = α.
Beweis. Nach Satz 2. 7 sind die fiedingungen des Satzes hinreiel^nd.
Wir beweisen nun, dass die Bedingungen notwendig sind. Fίir jedes Ifleal
α gibt es ein Ideal α''mit αα'— α'α — o. Bedeutet o' die Linksordiiung
von σ, so ist o' ^  o, also o = αα' = (o'α) α' = o' (αα') = υ'o = o', d. h.
die Linksordnung von α ist o ebenβo ist die Rechtsordnung von α gleich
o. Nach Satz 1. 2 ist o eine Maximalordnung. Die anderen Bedingungen
sind leicht zu beweisen.
Ist o ferner regular, so ist die Bedingung 4 im vorigen Satz siςher
erfίillt. Es sei namίich α H v ein ganzes Ideal und a sei ein reguίares
Element aus α o a umfasst ein zwteiseitiges Ideal c o a ^  c, also ist
(o α:)-1 = α:"1 o C c"1, o a = (a"1 o)-1 ^  (c'1)'1 = c" Somit ist α ^  c, ί ="c.
SATZ 2.9. Es sei o eine regulare Ordnung von S. Dafiir, dass alle
z^veίseίtigen o-Ideale eine Gruppe bilden, sind die folgenden drei Bedψng-
ungen notwendig τmd hinreichend :
Al. o ist eine regulare Maximalordnung.
A,. Es gilt der Teilerkettensatz fur die ganzen zweiseitigen o-
Ideale.
A3'. Jedes Primideal von o ist teilerlos.
8) Es gibt ein maximales Ideal unter den von o verschiedenen Teilern von α, und
dieses ist teilerlos, also prim.
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Man kanndie Bedingung A^durch die folgende Bedingung Λ4 ersetzen:
A. t. Es gilt der Vielfachenkettensatz fur die ganzen zweίseiligen
Q-Ideale, die ein beliebίges festes regulares Element enthalten.
Nach Satz 2.1 und Satz 2. 5 gilt:
SATZ 2.10. Wenn atte zweiseitigen Ideale bezuglich einer Ma&ίmal-
ordnung eine Gruppe bίlden, so ist sie abelseh und das dίrekte Produkt
von den Primidealen erzeugten unendlichen Zyklen.
Man erhalt ohne Mίihe:
SATZ 2.11. S sei .ein Schiefring mit Einselement. In S sei ein
System G von reguldre Elemenle enthaltenden Teίlmoduln definiert,
welche die folgenden Eigenschaften besitzen :
BA. G bildet eine Gruppe. Die in G definierte Kompositίonsregel
stίmmt mit der ύblichen Multiplίkation von Moduln iiberein.
BJβ Das Einselement o von G ist eine Ordnung von S.
B3. Jedes in o enthaltene zweiseitige o-Ideal ist ein Element von G.
Dann ist G die Gruppe aller zweiseitigen o-Ideale.
SATZ 2.12. Es sei o eine Ordnung und I, t bzw. α bedeute ein Links-,
Rechts- bzw. zweiseitiges Ideal. Wenn alle zweiseitigen o-Ideale eine
Gruppe bilden9 so gilt
I C α ϊ± I = αΓ ( Γ C o)
ϊ C α ^ ± r = r rα ( t ' C o )
Wenn umgekehrt die obίgen beίden Bedingungen erfullt sind, so bilden
alle zweiseitigen o-Ideale eine Gruppe.
SATZ 2.13. Wenn alle zweiseitigen o-Ideale eine Gruppe bilden, so
gilt
U-1 = o, r^t-o,
wob&i I bzw. r ein o-Links- bzw. o-Reβfctsideal bedeutet.
Beweis. IΓ 1 ist ein ganzes zweiseitiges o-Ideal: I l~l C o. Es ist
Π-^tT-^^Co,!-1^!-1)--1^!^, da o die Rechtsordnung von Γ1 ist, ist
. (Π"1)-1 C o, d. h. IΓ1 ist quasigleich o, also ΪΓ l = o.
Wir beweisen nun einige Hilfssatze ίiber teilerfremde Ideale. Dabei
ist R ein Schiefring mit Einselement und Ideate von R bedeuten gewohn-
liche Ideale.
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HiLFSSATZ 1. α , . . . , α
n
. und b seien Linksideale von R. 1st (α*, b) =
R, i = 1, . . . , n, so ist (α^ . . . α
w
, b) = R.
Beweis. Es gibt Elemente at e α,, bt e b mit at + bt = 1 (i = 1, . . , n),
also a
ί
 . . . a
n
 = (1 - 6,) . . . (1 - 6
n
) = 1-fe (6 e b). (^ . - - α
n
, b) enthalt
somit Bins 1 und (αA . . . αw, b) = β.
HILFSSATZ 2. α sei ein zweiseitiges Ideal von R. Wenn α eίne Ein-
heit von R modulo α, so ist die Kongruenz
ax = b (αM) bzw. ya = b (α")
durch ein x bz^v. y aus R losbar.
Beweis. Da es ein af mit aaf = α'α = 1 (α) gibt, so ist (α/2, α) =
(Ra, α) = Λ. Nach Hilfssatz 1 ist also (αβ, αw) = (#α, αw) = β.
HILFSSATZ 2. Sim£ α , . . . , α
w
 einander teilerfremde zweίseίtige Ideale
von R und ist I ein Linksideal von R, so ist
(α, A - - Λ*., I) = (^ I) A - . - A(α,, I)
Beweis. (f\ α<, I) C Γ\ (α
ίf ϊ) ist klar. Sei jetzt x e A (α^ ϊ)>,a' so α 6
(α<, I), i = 1, . . . , w, d. h.
x = ct (α<), c, 6 I (i = 1, . . . ,w)
Setzt man *b* = α^ Λ - Λ^-a Λ α ί + j Λ - Λβn( i= 1^ - - > w), so ist
(b , . . . , b
n
) = R. Es gibt also Eiemente e , . . . , e
n
 mit el -f . . . + en=l
(et e b€). Dann ist c = e CA 4- . . . + en cn ein Element von I und x = CL ==
c(α f), i= 1, . . . , n, somit ist x = c(Γ\ai), und α / ' e C A ^ o ί ^ folglich
SΛTZ 2. 14. JE75 seΐ o eΐ^e Maximalordnung von S, so dass alle z^ve^-
seitigen o- Ideale eine Gruppe bίlden, und α sei ein ganzes zweiseitiges
o- Ideal. Dann und nur dann ist ein Element a aus o eine Einheit von
o modulo α, wenn a eine Einheit modulo jedem Primteiler von α ist.
Beweis. a=\>*ι . ..\>
r
e
r sei die Primfaktorzerlegung von α. Ist a
eine Einheit modulo p* (i = 1, . . . , r), so gibt es nach Hilfssatz 2 o -Elemente
xt mit a x, = 1 (p^0» i = 1, . . . , r. Da die Kongruenzeίi x = xv (£««<)>
£=!,...,>, durch ein α; 6 o lόsbar sind, so ist a x = I (W**), ί = 1, . . , r,
also α α: = 1 (α). Ebenso ist die Kongruenz y a == ^ 1 (α) lόsbar.
SATZ 1. 15. TFir setzen fur o cZie Bedίngungen A
ίt A,, A/ voraus.
Ein regulares Element a aus o isί dcmw trnd ?im* ίtonπ βiwe Einheit von
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o, wenn a erne Einheit modulo jedem Primideal ist.
Beweis. oa ist ein o-Linksideal und enthalt ein zweiseitiges o-Ideal
α : o a ^  α. Nach Satz 2.14 ist a eine Einheit modulo α es gibt also
Elemente x e o, y e α mit x a + y=l. Es ist dann o a — (o α, α) = o.
Ebenso ist α: o = o. a ist soniit eine Einheit von o.
Von jetzt an setzen wir die folgenden Bedingungen A J f A , A3 voraυs :
At. o ist eine regulare Maximalordnung.
Ag. Es gilt der Teilerfcettensatz fur die ganzen zweiseitigen o-
Ideale.
A3. Jedes Primideal von o ist stark teilerlos.
DEFINITION, p sei ein Primideal von o. 1st o/p ein /e-reihiger Mat-
rizenring uber einem Schiefkorper, so heisst K die Kapazitat von p.
Ist α =ψ«pι... pΛ ein Primidealprodukt, so ist der Restklassenring
o/α die direkte Summe der zweiseitigen Ideale α./α (α» = cψ«~p<) und α«/α
ist mit o/^4p* ringisomorph. 1st jp ein Primideal, so ist o = o/pp ein
primarer Ring, also ein voller Matrizenring in einem vollstandig primaren
Ring o0: 0 = 2^ o0 ciJ9 der Grad /c der Matrizen ist die Kapazitat
von p. Das Radikal von ό ist ^ = p/^p nnd das von o0 ist ϊ>0 = ί>.Λ^o
und ^ = Σ^J=J ^o c^. Der Ring o0 besitzt nur zweiseitige Ideale und o0,
P 0 , . . . , ^
p
 = 0 sind die einzigen Ideale yon α}. Bedeutet π ein Element
aus ΐ?0, aber nicht aus p0
2
, so ist p
α
 = ό0 ^ = π o0 jedes Element von o0
ist in der Form πΊ~e — sf π^ (0 ^  » ^  p, 7r°— 1) mit Einheiten g, gf aus
ό0 darstellbar.
9) Der Restklassenring von o nach dem ganzen zweiseitigen
o-Id^al ist demnach ein einreihiger Ring im Sinne von G. KOTHE, also
ein Hauptidealring.lu)
Da o/α ein Ring mit Doppelkettensatz fur Links- sowie Rechtsideale
ist, so folgt :
A,. Es gilt der Teilerkettensasz fur die ganzen o-Linksideale.
A/. Es gilt der Teilerkettensatz fur die ganzen o-Rechtsideale.
A 3 . Es gilt der Vielfachenkettensatz fur die ganzen o-Linksίdeale,
9) Vgl. die in (1) zitierte Arbeit von K. ASANO. Vgl. auch K. ASANO, Uber Haupt
idealringe mit Kettensatz, Osaka Math. Journ. 1 (3949).
l u) G. KOETHE, Verallgemeinerte Abelsche Gruppen mit hyperkomplexem Operatoren-
ring. Math. Zeitschr. 39 (1924), S. 31-44. Vgl. die in (9j zitierte Arbeit von K. ASANO.
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die ein beliebiges festes regulares Element enthalten.
A/. Es gilt der Viefachenkettensatz fur die ganzen o-Rechtsideale,
die ein beliebiges festes regulares Element enthalten.
Nach A5 bzw. A5' ist jedes o-Links- bzw. o-Rechtsideal ein endlicher
o-Links- bzw. o-Rechtsmodul. Umgekehrt ist jeder regulare Elemente
enthaltende, endliche o-Lnks- bzw. o-Rechtsmodul aus S ein o-Links-
bzw. o-Rechtsideal.
SATZ 2.16. Es sei o eίne regulare Ordnung von S. Die folgenden
Bedingungen sind einander dquivalent:
1) A19 A2, AΛ. 2) A19 AΛ, (A/) 3) A19 A4, AΛ.
Beweis. Es gift (!)->(2)-^(3)->(l).
SATZ 2.17. Es sei o eίne regulare Ordnung von S. Die folgenden
Bedingungen sind einander dquivalent:
1. Alle zweiseitigen o-Ideale bilden eine Gruppe.
2. Jeder Restklassenrίng von o nach einem zweiseitigen o -Ideal ist
einreihig.
3. Es gilt der Teilerkettensatz fur in o enthaltene zτveίseίtige o-
Ideale und fur beliebige Primideale ^, q von o ist der Restklassenring
o/(p f\ q)2 einreihig.
4. Es gilt der Teίlerkettensatz fur in o enthaltene ziveiseitige o-
Ideale. Das Produkt von Primidealen ist kommutativ und fur jedes
Primideal p ist der Restklassenrίng o/p2 einreihig.
Beweis. Wir zeigen (l)->(2)->(3)-^(4)->(l). (l)->(2)->(3) ist klar. (3)->
(4). Da o = o/(p f\ q)- einreihig, also direkte Summe von primaren Ringen
ist, so ist das Produkt von Primidealen ]p" = p/(p f\qγ und qί = q/(t> Af l ) ' 1
von o kommutativ. u) Da aber £q und qp beide (p Γ\ q)* umfassen, ist
pq = q^
Wir beweisen endlich (4)->(l). Ist p ein Primideal so ist o/^? ein-
reihig, da o/p' einreihig ist.12) Sind p
x
, . . . , p
r
 verschiedene Primideale,
so sind sie einander kommutativ und teilerfremd und der Restklassenring
o/^/j. . . μΛ ist mit der direkten Summe von o/pΛ ringiεomorph, also
ist er einreihig. Es sei p ein Primideal und a sei ein regulares Element
11) l-) Vgl. die in (9) zitierte Arbeit von K. ASΛNO.
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aus p. o a enthalt ein zweiseitiges Ideal c und naeh dem Teilerkettensatz
enthalt c ein Produkt von Primidealen, also α = & ... $
r
 ^  o a ^  £. Eines
von pp . . . , p
r
 stimmt also mit p uberein und α = pb. Da o — o/α ein-
reihig, also ein Hauptidealring ist, ist oα=^ί mit einem Linksideal I
von o. Daher ist
o a = (pi, α) = p (ϊ, b), o = pq
 β
(q = (I, b) a-1 o)
Ebenso ist o = q'p. p ist also umkehrbar. Nach dem Teilerkettensatz
beweist man leicht, dass ein beliebiges zweiseitiges c C o als ein Produkt
von endlich vielen Primidealen darstellbar ist. c ist demnach umkehrbar.
Daraus folgt, dass alle zweiseitigen o-Ideale eine Gruppe bilden.
§ 3 0 UMFASSENDE TEILRINGE VON S
In diesem Paragraphen sei S ein Schiefring mit Einselement und o
sei eine Maximalordnung von S. Wir setzen voraus, dass alle zweiseitigen
o-Ideale eine Gruppe bilden.
Es sei P eine Menge von Primidealen. Ein ganzes einseitiges o-Ideal
α heisst zu P prim, wenn α \J p — o fίir jedes p e P ist. Ist α ein o-Links-
ideal (o-Rechtsideal), so bezeichnen wir mit αp die Menge aller ceS
derart, dass es ein ganzes zu P primes zweiseitiges o-Ideal n mit π c C α
(c n C α) gibt. Ist σ zweiseitig, so folgt aus n c C α c e n'^ — αn~3, d. h.
c n C α und umgekehrt. cip ist ein Teilmodul von S. Insbesondere ist
OP ein o umfassender Teilring von S. αp heisst die P-Komponente von
α. Wenn P aus einem einzigen Primideal p besteht, so heisst αp = αp
die ψ-Komponente von α.
Man sieht leicht, dass αp = Opα bzw. αp = αop ist, jenachdem α ein
o-Links- bzw. o-Rechtsideal ist. Ist α sogar zweiseitig, so ist αp = Opα—
αop = OP αop. Sind α, b o-Linksideale (o-Rechtsideale), so pit
(α \J b)p = αp \J bp, (α f\ b)p = αp /~\ bp.
Sind α, b zweiseitige o-Ideale, so ist .(αb)p = αpbp.
HtLFSSATZ 1. OP ist eine o umfassende Ordnung von S. 1st α ein
v-Links- bzw. o-Rechtsίdeal, so ist αp ein Or-Lίnks- bziv. Qr-Rechtsideal.
HίLFSSATZ 2. Ist o regular, so ist OP auch regular.
Beweis. Es gibt fur jedes x e S ein regulates a aus o, so dass a o x C
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o, also o α o x C o ist. Da o a o ein zweiseitiges o-Ideal ist, so ist
OP o a o = OP o a OOP, = OP a OP, OP a OP x C[ OP
Es ist daher a OP x C OP, α 6 o C OP. Ebenso gibt es ein regulates /S e OP,
so dass α? OP β C OP ist.
HILFSSATZ 3. Ist α* C OP βiw o^-Linksideal (θp-Rechtsideal}, so ist
a = a'' f\o ein o-Linksideal (o-Rechtsideal) und es gill α* = dp.
Beweis. α* sei ein o-Linksideal. α ist dann ein o-Linksmodul und
enthalt regulare Elemente; ist a namlich ein regulares Element aus α*,
so ist .no: Co fur ein ganzes zu P primes zweiseitiges o-ϊdeal n, wegen
ttαCα ist n α C α und α enthalt sicher regulare Elemente. Damit ist
α ein o-Linksideal Es ist α O α, also α" = OP α* ^  OP α = cip. Anderer-
seits ist α" C αP denn ist a e α*, so ist wie oben π a C α und a e n
-1
 α C
OP α = αp, also α ' C αp. Es gilt daher α* = cip.
SATZ 3.1. Die zweiseitigen o^-Ideale bilden eine Gruppe.
Beweis. G sei die Gruppe aller zweiseitigen o-Ideale. Die Menge
G : aller αp (α e G) bildet eine Gruppe, weil G* das homonίorphe Bild von
G durch die Abbildung α-> QP ist. G* erfiillt de Bedingungen B , B , B
Λ
von Satz 2.10. G* ist also die Gruppe aller zweiseitigen Op-Ideale.
HILFSSATZ 4. ϊ sei ein ganzes o-Linksideal, das ein zweiseitiges o-
Ideal α umfasst. Dann und nur dann ist I zu P prim, τvenn I ein zu
P primes zweiseitiges o-Ideal enthalt.
Beweis. α = ρ/ι.. .£/?• sei die Primfaktorzerlegung von α und es
seien (j>«, I) 4= o (i = 1,..., s), (\>J91) = o ( = s + 1,..., r). Ist I zu P
prim, so ist c = p^j. . . $
e
e
* zu P prim. Nach Hilfssatz 3 § 2 ist
I - (α, I) = (A r-i W* > I) = AΓ-i (W<. I) = A ί-t (W > ϊ)
= (Ai-ι^Ί) = (c,D, also cCί.
Die Umkehrung ist klar.
SATZ 3.2. α sei ein ganzes einseitiges o-Ideal. Dann und nur
dann ist tip = OP, wenn α ein zu P primes zweiseitiges o-Ideal umfassl.
Beweis. o sei ein o-Linksideal, das ein zu P primes zweiseitiges o-
Ideal c umfasst. Es ist c Cα, o Clc^α Cop α — cip, also ap = θp. Ist
umgekehrt αp = OP, so ist it 1 C α mit einem zu P primen Ideal π.
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KOROLLAR, α seί ein gauzes zweίseίtίges o-Ideal. Dann und nur
dann ist OP = αp, wenn α zu P prim ίst.
SATZ 3. 3. Wenn ein gauzes einseίtίges o-Ideal α ein Prodτikt c von
Prίmίdealen aus P umfasst, so ist cip A ° = σ.
Beweis. α sei ein o-Linksideal. Ist c e cip f\ o, so ist π c C α, wo u
zu P prim, also mit c teilerfremd ist: (n, c) = o. Es ist also
c G o c — (n c, c c) CI (α, c) = α, αp A o c; α
Da aber αp A 012 α ist, gut Qp A ° — σ
SATZ 3. 4. Es sei α ein gauzes zweίseίtίges o-Ideal, das ein Produkt
von zu P gehorίgen Primidealen ist. Jede Restklasse C von Op/cip enthάlt
eίne eίnzige Restklasse (70 vow o/α. Nach der Zuorduuug C—>(73 ίs£
OP/dp mit o/α ringisomorph.
Beweis. Liegen α, & in o, so ist wegen ctp f\ o — α
α = 6 (α) ^± α = 6 (QP)
Daher geniigt es zu beweisen, dass jede Restklasse C o-Elemέnte hat. Ist
c e OP, so ist n c C o mit einem zu P primen Ideal n. Es ist (α, n) = o,
d. h. es gibt Elemente a e α, b e n mit α -f b — 1, also
c = ac + be = be (αp), be e o.
»
SATZ 3. 5. Wenn ein Primίdeal p vow o js^ P gehort, so ίst pp eiw
Prίmίdeal von OP, wwrf pp f\ o = p. 7sί umgekehrt \>* ein Primίdeal von
OP, so ίst ψ~$* f~\o ein zu P gehorίges Primίdeal uud ty* = pp. Z)em-
wαc/i bestehen die Prίmίdeale von OP cms dew P-Komponenten der zu P
gehorίgen Primideale.
Beweis. Nach Satz 3.4 ist op/pp (pGP) mit o/p ringisomorph; pp
ist also ein tei^erloses Ideal von OP. Nach Satz 3.3 ist ^Pp\o~^. Ist
p* ein Primideal von OP, so ist p = p* A o von o verschieden und p* =
pp. p ist ein Primideal von o, denn aus αfa C p folgt OP bp C pp, also ist
entweder aP C p^ oder bp C p*, folglich α C αp A o SΞ P oder b C bp A
o C p. Natiirlich gehort p zu P (sonst ware pp = OP).
HILFSSATZ 5. M seί ein o-Lίnksmodul, welcher ein Teίlmodul eίnes
S-Linksmodid ίst. (Das Einselement von S seί der Eίnheitsoperator
des Module.} Dann ίst
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M = A op M,
wobei $ auf alle Primideale von o durchlduft. Allgemeiner gilt:
Op M = f\ pen Op M.
Beweis. Es ist ersichtlich f\ op M ^  OP M (p e P). 1st u e A °P ^>
so gibt es fur jedes p e P ein π (p) rϊίit n φ) w e Af, (n (j>), j>) = o. Be-
deutet n, der g. g. T. aller n(p), so ist Πj zu P prim und π ( J^CM, also
u e TV1 M C OP M, folglich /°\ Op M C OP M.
Aus Hilfssatz 5 fort sofort:
S vrz 3. 6. Ist α ein einseitiges o-Ideal, so ist α der Durchschnitt
aller ip-Komponenten αp : α = f\ αp. Allgemeiner ist dp = f\ $εf α^.
Bis hierher haben wir die Regularitat von o nicht vprausgesetzt. Von
jetzt an sei o regular. Also setzen wir die Bedingungen A
ί9 A2, AJ voraus.
Nach dem voraufgehenden gilt:
S-VΓZ 3. 7. Wenn die Bedingungen A
λ
, A2, Aό
f
 (AJ fur o gelten, so
gelten sίe fur OP auch.
SATZ 3. 8. α sin ein gauzes einseitiges o-Ideal. Dann und nur dann
ist pp = dp, wenn α zu P prim ist.
SATZ 3. 9. Ist α ein einseitiges o-Ideal, so ist die ψ-Kompόnente op
bis auf endlich viele $ gleich 0$.
Bewpis. α sei ein o-Linksideal. Es gibt ein ganzes zweiseitiges o-
Ideal c, so dass cα ganz ist. Bedeutet b ein in cα enthaltenes zweiseitiges
o-Ideal: b C cα, so gilt fίir jedes 2u be prime p
0^ = bp C (cα)jj C o^), o^) = (cα)p = c^ αp = o^ cip = αp.
SATZ 3.10. Es sei α(p) ein Op-Linksideal (o^-Rechtsideal), wo p auf
alle Primideale von o durchlάufty und α (p) sei bis auf endlich viele p
gleich o^. Dann gibt es ein o-Linksideal (o-Rechtsideaΐ) α, dessen p-
Komponente gleich α (p) ist.
Beweis. Diejenigen Primideale, fur die α (μ) 4- ojj sind, seien p , . . . ,
μ
r
. Bezeichnet man \)$ mit ψ, so ist φ f λ α(p f) Co^e (ι"= 1,..., r) fίir
ein λ > 0. α
e
 = φ,
λ
 α φ,) /^\ o ist dami ein ganzes o-Linksideal und α, ft =
Φ«
λ
 α (ί>J. Da φ«λ α (pj ein zweiseitiges o^-Ideal, also eine Potenz von ^
enthalt: s^λα(^)^φ^» so ist o^α^^°J, und α
έ
p = o+) fur jedes
V ] p|. Setzt man
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so ist ersichtlich αj , = φ^λ ^ f< = α CW, i=l, . . . , r , αp^op (p Φ
ί> , . . . , P
r
).
HILFSSATZ 6. /7s sei o' em o umfassender Teilring von S : o d
o' d 5. 7sί u' mcfeί m op enthalten, so ist o'^>$~\
Beweis. Es gibt ein in o', aber nicht in op enthaltenes Element c.
c — (o, p.co)"' ist ein ganzes zweiεeitiges o-ldeal und cC^. Denn εonst
ware Op ^> c"1 3 c. Es ist also o' ^  (o, o c o) = c"1 ^  t)~J.
SATZ 3. 11. op ist ein o τimfqssender, maximahr Teilring von S.
Ein beliebiger o umfassender, maximaler Teilring von S stimml mit
einem von op iiberein.
Beweis. Es sei o' ein Teilring mit S ^  o' ^  Of . Nach Hilfssatz 6
ist o'^)^"1, also o'^Of p-J =5β"1. o' enthalt somit alle zweiseitigen o
r
 -
Ideale, namlich alle Potenzen von $p, also S = o'. Jetzt sei o' ein King
mit S^o'^o. o' ist in einem op enthlten; op^o', εonst ware o' )^
p"1 fίir jedes p, o' wίirde also alle zweiseitigen o-Ideale umfasεen; es
ware somit of = S. Ist o' maximal, so ist op = o'.
SATZ 3. 12. Ein Teilring o' von S mit o d o' C^ S stimmt mit einem
OP iiberein.
Beweis. P = {p | o^^ o'} sei die Menge aller Primideale mit o^ 1>
o'. Dann ist o' — OP. Wir nehmen jetzt an, es sei o' ψ OP, also OP ^  o'.
Es gibt ein in o£, aber nicht in o' enthaltenes Element a. α — (o, oαo)~ τ
ist ein ganzes zweiseitiges o-Ideal, und op^(o, o α o ) — cr^o. Wegen
α^^o' ist q - 1$o ( fίir mindestens einen Primteiler q von α. Aus q~ C
α-^Op folgt q ~ ] C o P C o p fur jedes peP. Da aber.q-^Og ist, ist q
nicht in P enthalten, d. h. o'ΪOς. Nach Hilfssatz 6 ist oOq~]. Es
ergibt sich also ein Widerspruch.
Aus diesem Satz folgt sofort :
SATZ 3. 13. Wenn die Bedingungen A19 A,, AΆ (A,f} fur o geltey,
so gelten sie ditch fur jeden Ring o' mit oC^o'dS.
§ 4 NORMALE IDEALE
•< *•
S sei ein Schiefring mit Einεeiement und o0 sei eine feste Ordnung
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von S. Im folgenden sollen die Ordnungen, falls nicht anders gesagt,
inirner die mit o0, also einander aquivalenten Ordnungen bedeuten.
DEFINITION. Ein Ideal α mit der Linksordnung o und der Rechts-
ordnung υ' heisst ein normales Ideal, wenn o und o' Maximalordnungen
sind.
Es sei o eine Maximalordnung und α sei ein o-Linksideal (o-Rechts-
ideal). Nach Satz 1. 3 ist α'1 normal. 1st α weiter umkehrbar, so ist
α = (α~ )~ l normal.
DEFINITION. Ein Produkt mπ der Teilmoduln von S heisst eigentlich,
wenn aus mπ —m'n' (m C m', π C n') m = m' und n = n' folgen, wo m',
n' Teilmoduln von S bedeuten.
Es sei α ein Ideal mit der Rechtsordnung o und b ein Ideal mit der
Linksordnung o'. Ist das Prodnkt αb eigenlich, so ist o = o'. Sind α und
b weiter umkehrbar, so gilt auch die Umkehrϋng. Denn aus αb = α ' b r
(αCα', bCb') folgt αb — α ' b wegen α^α — bb'1 — o ist also α —
abb"1 = a"' bb^1 = af o i^> a', a — a' ebenso ist b = b'.
Man erhalt leicht:
SATZ 4. 1. Dann iind nur dann bίhlen alle normalen Ideale bei der
eigentlίchen Multίplikatίon ein Gruppoid mit den Maximalordmmgen als
Einheίten, wenn jedes normale Ideal umkehrbar ist.
Nach Satz 2.13 gilt:
SATZ 4. 2. Dann und nur dann bilden alle normalen Ideale bei ber
eigentlichen Multipllkatίon ein Gruppoid, wenn fur jede Maximalordnung
o alle ziveiseitίgen o-Ideale eine Gruppe bilden.
G sei das Gruppoid der normaίen Ideale. Dann und nur dann ist
α C b (α, b e G), wenn es eigentliche Produktdastellung α == cbc' mit ganzen
c, c' aus G gibt namlich sei etwa c = α (bb~ α)~1, c'— b ~ ' ά . Ist c aus
G ein o-o'-Ideal, so werden die zweiseitigen o-Ideale durch die Zuordnung
α—xr
j
αc auf die zweiseitigen o'-Ideale isomorph (bezϋglich der Multipli-
kation gruppenisomorph und bezuglich der Anordnung verbandisomorph)
bezogen, dieser Isomorphismus hangt von der besonderen Wahl von c nicht
ab. α und α' = c~* αc heissen zusammengehorίg.
HILFSSATZ 1. ^ sei ein stark teilerloses Primideal einer Maximal-
ordnung o, so dass p~ 1 ^) = o- ist. Ist I ein o-Lίnksideal mit p C^ I <Co,
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so ist Γ1 nicht ganz.
Beweis. Da o/p ein einfacher Ring ist, gilt
1= { 2 / 1 2 / 6 0 , y r = =
Es ist ersichtlich r φ O . (p) υnd rjr1 ist nicht ganz; da ΓOiψ'1 ist,
ist I-1 nicht ganz.
SATZ 4. 3. FiJr jede Maximalordnung o #eίe% die Bedingungen A
v
AS AA erfttllt. Jedes o- Links- sowie o-Rechtsideal ist dann itmkehrbar,
also normal und alle normalen Ideale bilden beί der eigentlichen Multipli-
katίon ein Gruppoid.
Beweis. I 4= o sei ein o-Linksideal mit der Rechtεordnυng o'. Es ist
Π"
1
 — o. Bedeutet q ein maximales o-Linksideal mit I d q C°» so ί&t
das in q enthaltene maximale zweiεeitige Ideal, d. h. das armullierende
Ideal des einfachen o-Linksmoduls o/q ein Primideal. Nach Hilfssatz 1
ist q-1 nicht ganz, also ΓOq"1 nicht ganz.
Die Rechtsordnung o' von I-1! ist die von I, da aus I-1! x C I'1! I x C ϊ
folgt. Die Linksordnung o" von I"1 ist maximal und es iεt (I-1!)-1 Co",
denn es ist (I-'I)-1!-1! Co7, (I-1!)-1!-1 C I-1, tt"1!)"1 C o". Daraus folgt
I-iI = o" = o', sonst ware (ί-1!)"1 nicht ganz.
SATZ 4. 4. S sei ein Schiefring mit Einselement. In S sei ein
System von reguldre Elemente enthaltenden Teilmodidn gegeben, die
die folgenden Bedingungen erfilllen :
C{. G bildet ein Gruppoid. Sind α, b aits G komposierbar, so stimmt
das Produkt αb in G mit dem ublichen Modulprodukt itberein.
C,. Jede Einheit o von G ist eine regulare Ordnung von S.
C
s
. Ist o eine Einheit von G, so ist jedes in o enthaltene o-Links-
ideal ein Eiement von G mit der Linkseinheit o und jedes in o enthal-
tene o-Rechtsideal ein Element von G mit der Rechtseinheit o.
Dann gelten fur jede Einheit o von G die Bedingungen A
v
 Λ2, A Ά.
Das Einheitensystem von G ist die Menge aller einander aquivalenten
Maximalordnungen und G ist nichts anderes als das Gruppoid aller nor-
malen Ideale.
Beweis. Es sei o eine Einheit von G. Die Menge aller Elemente von
G, deren Links- und Rechtseinheit beide o sind, bildet eine Gruppe H.
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H erfϋllt die Bedingungen von Satz 2.11. Es gelten also fur o die Eteding
ungen Λ^, A,, A3'. Es sei α ein Element von G mit der Linkseinheit o
und der Rechtseinheit o': oα = αo' = α. Bedeutet α-1 das Inverse von α
in G, so ist αcr1 = o, α-1 α = o'. α ist ersichtlich ein o-o'-Ideal, dessen
Links- bzw. Rechtsordnung o bzw. o' ist, und a~l ist das inverse Ideal
von α. Da es fίir zwei Einheiten o, o' von G ein o-o'-Ideal gibt, so sind
sie als Ordnungen einander equivalent. Ferner ist jede mit einer Einheit
o von G aquivalente Maximalordnung o* eine Einheit von G, da ein ganzes
o-o*-Ideal ein Element von G ist. Ist o eine Einheit von G und ist α
ein o-Linksideal, so gibt es ein ganzes zweiseitiges o-Ideal c mit cα C o.
Da c und cα in G enthalten sind, so ist α — ίr1 (bα) e G.
Es bleibt noch iibrig, die Bedingimg A3 zu beweiεen. QJ Co 2 C.. .
sei eine Kette von ganzen o-Rechtsidealen. Die Vereinigungsmenge α von
α* ist auch ein ganzes o-Rechtsideal. Es gilt αAα~ Cα2cr
l
 C... C
αα-
1
^=o'. o
f
 ist die Vereinigungsmenge aller α^cr1. Eines von c^cr1, etwa
α^α-
1
 enthalt also 1. Dann ist o^α- — o' (i ^> n) und at — a (i ^> n).
D. h. es gilt der Teilerkettensatz fίir ganze o-Rechtsideale. Ist nun α ^5
α
. ^  - 5^ α eine Vielfachenkette von ganzen o-Linksidealen, die ε-amtlich
Teiler eines zweiseitigen o-Ideals α sind, so ist α.^α Cα^-'α C... C
α~
]
α = o eine Teilerkette von ganzen o-Rechtsidealen. Nach dem Teiler-
kettensatz erhalt man also den eingeschrankten Vielfachenkettenεatz fur
o-Linksideale. Daraus folgt sofort A .
Nach Satz 1.11 gilt.
"SATZ 4.5. Die Bedίngungen C , C , C, sind mit den Bedingungen
Cif C/, CΛ9 C4 aquivalent:
(7/. Jede Einheit von G ist eine Oranang von S.
C
λ
, Fur zwei Einheiten o, o' von G gibt es ein in o enthaltenes
Element α von G mit der Linkseinheit o und der Rechtseinheit o'.
Es sei nnn o
x
 eine Maximalordnung von S. Wir setzen voraus, dass
jedes D-Links- sowie o^Rechtsideal umkehrbar ist. Dann ist, wie leicht
gezeigt wird, fur jede mit OA aquivalente Maximalordnung o jedes o-Links-
sowie o-Rechtsideal auch umkehrbar. Die einseitigen o-Ideale sind also
normal und alle normalen Ideale bilden ein Gruppoid.
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Der Einfachheit halber unterscheiden wir die verschiedenen Maximal -
ordnungen durch Indizen : o', o >, Bin normales Ideal mit der Links-
ordnung o* und der Rechtεordnung o j soil mit α°, bίj,... bezeichnet
werden. Insbesondere werde ein zweiεeitiges o'-Ideal mit αw, b w , . . .
bezeichnet. Im folgenden untersuchen wir ίiber die Zerlegung von ganzen
normalen Idealen. Kleine deutsche Buchstaben bedeuten ganze normaίe
Ideale.
DEFINITION. Ein ganzes normales Ideal heiεεt ^mzerlegbar, wenn es
nicht als eigentliches Produkt von echten Teilern darstellbar ist.
Ein ganzes normales Ideal aij ist dann und nur dann unzerlegbar,
wenn der Restklaεεenmodul tf/cί3 (o^/α/J) ein einfacher o'-Linksmodu) (o ^-
Rechtsmodul) ist.
DEFINITION. Ein ganzes normales Ideal α — α° heisst zu einem
ganzen normalen Ideal b = bfcz transponierbwr, wenn es ein ganzes Ideal
c = c*
fc
 gibt, so dass b = tr1 (α f\ c) und α \J c = o* ist. Wenn es fur
zwei normaίe Ideale α und b endlich viele noπrmale Ideale α0 = α, α^ . . .,
«„ — b gibt, so dass α, zu o t 4 J oder α ί+1 zu at transponierbar ist, εo heisst
α zu b projektiv.
Man erhalt ohne Miihe:
HILFSSΛTZ 2. o seί eίne Maximalordnung. Alle o-Lίnksίdeale bilden
eίnen modularen Verband. Wenn zwei Verband-quotienten au/aίjcjk
und Vl/bilblm projektiv sind, so ist c zu b projektiv.
SATZ 4. 6. Jede ganze normale Ideal α ist ein eigentliches Produkt
von tmzerlegbaren Idealen. Die Faktoren sind bis auf Reihenfolge und
bis auf Projektίvitdt eίndeutig bestίmmt.
Beweis, Es gilt erεichtlich der Teilerkettenεatz fur ganze normale
Ideale mit derεelben Links- bzw. Rechtεordnung. Daraus fojgt die Dar-
stellbarkeit von α als ein eigentliches Produkt von unzerlegbaren Idealen.
Nach dem Jordan-Hόlderschen Satz erhalt man den Satz.
Von nun an setzen wir die Regularitat der Maximalordnupg voraus. )
Der g. g. T. aller durch α = αu teilbaren zweitigen o^-Ideale (o^-Ideale)
heisst die Linkshulle (Rechtshulle) von α. Die Linkεhiille ist mit der
13J Fur die folgenden vgl. die in (1) zitierte Arbeit von K. AbANO.
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Rechtshϋlle zuεammengehόrig. Die Hίille des unzerlegbaren Ideals q 1st ein
Primideal, das das zugehorige Primideal. von q heisst. Gibt es fiir ganze
normale Ideale α = α'v, a, — α/z ganze nojmale Ideale b = br/, b, — b/fc
derart, dass zwei o'-Linksmoduln b/bα, b /b, α, isomorph sind, so sind
fίir beliebige ganze normale c = c*S q = c/* zwei ό'-Linksmoduln c/cα und
Cj/CidjL isomorph. α und αA heissen dann lίnksseίtig gleichartig. Analog
definiert man auch die rechtsseitige Gleichartigkeit. Die linkεseitige
Gleichartigkeit stimmt mit der rechtsεeitigen ίiberein. Ferner sind pro-
jektive Ideale gleichartig. Die Hiillen gleichartiger Ideale sind zusammen-
gehorig. Zwei unzerlegbare Ideale sind dann und nur dann gleichartig,
wenn die zugehόrigen Primideale zusammengehόrig sind. Zwei ganze
zweiseitige Ideale sind dann und nur dann gleichartig, wenn sie zusammen-
gehόrig sind.
Der Hauptsatz ϋber die Zerlegung von ganzen normalen Idealen lautet
nun:
SATZ 4. 7. Jedes ganze normale Ideal ist ein eigentlίches Produkt
von unzerlegbaren Idealen. Die Faktoren sind bis auf Reίhenfolge und
bis auf Gleichartigkeit eίndeutίg bestίmmt und die Reihenfolge des
Faktoren kann bis auf Gleichartigkeit beliebίg vorgeschrieben werden.
§5 UBERGANG ZUR ARITHMETIK IM MATRIZENSYSTEM 14)
S sei ein Schiefring mit Einselement und o sei eine Ordnung von S.
S
n
 = 2J?,j=ι SetJ sei der voile Matrizenring voπi Grade n liber S und sei
O = Σ?,^«ι o e t j . Ferner sei das Einselement von S
n
 mit dem Kins-
element 1 von S identifiziert.
HILFSSATZ 1. O ist eine Ordnung von S. I si o regular, so ist O
auch regular.
Beweis. x — Σ!t-j ^13 βij sei ein Element von S
n
. Da es ein regulares
Element a aus o mit x^aeo (i,ί=l,...9ri) gibt, so ist a ? α e £ X
Ebenso gibt es ein regulares Element β aus o mit β x 6 O. Ist o regular,
so gibt es ein a mit xtj o a C o (i, j = 1,..., n)9 also x Ό a C O. Ebenso
t4) Vgl. fur % 5 CL. CHEVALLEY, LΆrithmdtique dans les a^gebres de Matrices,
Actualites 323 (1936)
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gibt es ein β mit /3O#CO.
HILFSSATZ 2. /edes Ό-Linksidesl (&-Rechtsidea,Γ) 31 Λαί em re#^-
Zάres Element aus o.
Beweis. 3ί hat ein regulares λ. Da es ein regulates Element a aus
o gibt, so dass a \~l βO ist, so ist a = a λ"1. λ € 3Ϊ.
HILFSSATZ 3. 1st α em zweiseίtiges o-Ideal, so ist 31 = αD = £5α =
ΣΓί, j o ^u β*w zweίseitίges Ό-Ideal und es gilt 31 /°\ S = α. /si umffekehrt
31 em zweiseitiges p-Ideal, so ist α == SI /°\ S eή^ zweίseitiges o-Ideal und
es gilt 21 ;= αO = Oα = V ! / f ^ α β0.
Man erhalt leicht :
SATZ 5. 1. Die z^ve^se^t^gen o-Ideale α werden durch die Zϊiordnung
eineindeutig auf die zweiseitigen O-/cZeα/e 3ί bezogen. Ist α <-> 5ί, b <-> 3
SO
7sί α = p e^7^ Prίmίdeal von o, so isί 3ί ::= φ e^?^ Primίdeal von
iimgekehrt. Bilden die zweiseitigen v-Idtale eine Gruppe G, so bίlden
die zweiseitigen D-Ideale eine zu G isomorphe Gruppe.
SATZ 5. 2. Wenn die Bedίngungen A
v
 Λ2, Ad (AΛ'} fur o gelten, so
gelten sie auch fur O.
Von jetzt an setzen wir voraus, dass o eine Maximalordnung ist und
jedes o-Linksideal umkehrbar ist. Alle normalen Ideale bilden also bei
der eigentlichen Multiplication ein Gruppoid mit o als eine Einheit.
HILFSSATZ 4. 9Jί = SuL 4- ... 4- Sum seί ein S- Linear formenmodul
und M sei ein Teilmodul von 9Jί, welcher ein o-Linksmodid ist. Wenn
es o-Lίnksideale c/, c^ gibt, so dass
q «A + . . . + cw um C M C c/ uγ -f . . . -f CTO' um
ist, so ist
M = α, v, + . . . -f α
m
 v
m
,
wobeί αp . . . , αm o-Linksideale sind und v^ . . . , vm eine S-Basis von 9Jί
bedeutet.
Beweis. Stelit man jedes Element u von M in der Form x^ -f- . . .
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4- x
m
ιι
m
 dar, so bilden die Koeffizieηten #, einen o-Linksmodul α
x
. Da
Ci^αiSV ist, ist a, ein o-Linksideal. Bedeίitet o' die Rechtsprdnuiϊg
von αA, so ist α^
1
 Λf ein o'-Linksmodul υnd die Gesamtheit von yi9 yL u±
4- ... +y
m
ΰ
rn
ea
ϊ
-
lM, ist α1
4Λ
α1 = o' . Es gibt also ein Element ^ aus
α,™
1
 Λί von der Form
v\ — ui + ci'j Wo 4- ... 4- C
ιm
 ί/TO.
Dann ist α, vl C ^ iv
1
 Λί — o M = M und wegen XJ^i #< w< = a?A ^  +
1]Γ=2 λ / MI ist M — alvl + Mr, dabei ist Mf — Su, +. . . . . + Sum.f\M und
C, ^2 + . . . -f Cw Mw C M
f
 C C2
r
 W 2 + . . . -f Cw/ Mm
v , w , . . . , w7M bilden eine S-Basis von 9Jί. Nach Induktion erhalt man
den Satz.
Im folgenden nehmen wir oft die Bedingung A7 an:
A . In jeder o-Linksidealklassev^ gibt es ein ga,nzes*Ideal, das zum
vorgegebenen ganzen o-Linksίdeal teilerfremd ist.3δ)
HILFSSATZ 5. Setzt man im Hilfssatz 4 noch die Bedingung A,
vorάus, so ist M in der folgenden Form darstellbar:
M = o vt + ... + o vm_Ί 4- α vm (m :> 2).
Beweis. Indukion fur m. Zunachst sei m = 2. Es ist M ^= alvI -f
cι2v.,.^ Man kann regulare Elemente λp X2 so wahlen, daεs α/^^α.λi und
<V =.%' ^2 ganz und teilerfremd sind : (α/, α/) = o. Dann ist M =
α/ v/ 4- cι2' v/ (v/ = λ^1 vl9 vj = λo"1 v2) Setzt man w2 = ^ / 4- v 2 f , so ist
• ••'••
 x
ι
 VL + $n v« = (#ι — Λ
 3) v/ 4- #, w2 (α;J € α/, x2 6 α/)
Wegen (α/, α2') = o gibt es also ein Element wλ = v/ 4- c^2 € If. Dann
ist ersichtlich M = o WA 4- α ty2. Im allgemeinen Fall ist nach Indukti^is-
voraussetzung
M = aLvL + ... + amvm = owl + ... + o wm_» 4- α' v
f
m
_, + a
m
 v
mί
und nach dem voraufgehenden ist
15J Zwei 0-Linksideale ί^ , δ gehoren dann und nur dann zur set ben Idealkla^se,
wenn es ein reguliires Element γ mit C=B γ gibt.
1G) Wie wir im Teil II bsweisen werden, gilt die Bedingung A7, wenn S allgemein
halbeinfach ist.
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a
m
 v
m
.= o •• α w
m
.
SATZ o 3. Es seί o eine Maximalordriung nnd jedes o~Linksideal
sei umkehrbar. Jedes &-Linksideal SI 1st in der Form darstellbar :
αt n,... αn
Cj α 2 . . . a.
,... α
n
wobei α A , . . . , αM ϋ-Linksίdeale sίnd und φ ein reguldres Element von
S
n
 ist. Das inverse Ideal von St ist dann
o,-
α,-
...ar
α,,-
Jedes &-Linksideal ist also umkehrbar.
Beweis. Es ist als o-Linksmodul
51 =
 βn
 21 + e,2 Si + . . . + €nn SI,
eit 31 = en Si (i = 1, . . . , ?0> weil 6ie 3ί = en β^ SIC en 3ί, eu 31 = eit eiL 3ί C
e^ 31. Setzt man e
π
 31 =' M, so ist e^ 31 = etL eit 3ί — e^ M und 3ί =
2J?-ιβu *f -M" ist ein o-Linksmodul unl, da es o-Linksideaίe c, c' mit
OcCSίCOc' gibt, ist
Nach Hilfssatz 4 ist
a* v
n
, vt = vjJLι'01* β
 s
 (i = 1, . . . , n)
Weil die Matrix (α<fc) invertierbar ist, ist φ=Σlt,kalkeik ein regulares
Element von S
w
 und Vj = β ^ 9? (/ — 1, . . . , n). Demnach ist M — (Σ]^ι
α^e j < f) 9>, also SI = (2?,*=.^ βίfc) r/>.
Es sei nun 31 — (L1?,*,! α
Λ
 ,^) ^ , 31^ — ^ -χ (Σ^-ι α^~ l e^) Dann ist
31 3Γ = O. Ist x = φ"1 2'ι ft ^ ίt eik ein Element aus AS?ί mit 31 x C O, so gilt
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(al x fc, α2 #2fc, . . . , αw xnk) C[ o (fc == 1, . . . , ri),
also α* xik e o, #ίfc e ar
1
 0'> fc = 1, . . . , ri). tteher ist a; € 81', Damit ist
gezeigt, dass Sl' = Sl"1 ist.
SATZ 5. 4. Wenn die Rechtsordnung von SI e
έί
 (ί = 1, . . . , ri) enthalt,
so gilt
Beweis. Hat die Rechtsordnung von Si e^ (i = 1, . . , ri), so ist
SU^CSl, M%CΛf. Aus Sϊ-i 3*6^6 AT folgt also xteiteM (ί= 1, ...,
w), folglich ist M = 2]Li αfc eλfc, Sί = y j < i f c αfc eί!c.
Nach Hilfssatz 5 gilt weiter :
SATZ 5. 5. Wenn die Bedingung A- gilt, so ist SI in der folgenden
Form darstellbar :
0
0
o α
o α
o ... o α
SATZ 5. 6. Ist jedes o-Linksideal eίn Hauptideal, so ist 51 = O φ.
Nach dem voraufgehenden gilt:
S\τz 5. 7. Ist jedes o-Linksideal umkehrbar, so ist jedee D-Links-
ideal umkehrar. Die mit o dquivalenten Maximalordnungen von S
n
werden durch Sl~ 31 gegeben uud die normalen Ideale werden durch
Sl~ S3 gegeben, wobei SI, S3 beliebige &-Linksίdeale bedeuten. Alle nor-
malen Ideale in S
n
 bilden bei der eigentlichen Multiplikatίon ein
Gruppoίd.
SATZ 5. 8. Jede (mit O dquivalente) Maximalordnung von S
n
 hat die
folgende Form:
etk) φ =
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wobei α , . . ., a,, o-Linksideale sind und φ ein regulares Element von S
n
ist. Gilt fur o noch die Bedingung A , so hat sίe sogar die Form
o ... o α
φ (o'=α~~α)
o α
α"
1
 ... cr
1
 o'
SATZ 5. 9. Wenn eine (mit O aquivalente) Maximalordnung O' von
S
n
 die Elemente e
u
 (i = 1, . .., n\ so hat £)' die Form 2?f*,ι αΓ1 αfc
Beweis. Bedutet 21 ein D-O'-Ideal, so enthalt die Rechtsordnung von
21, namlich £)', eit (i = 1,..., n), also 21 = l]ff]tβl αfc eik und O' = 21-121 =
SATZ 5.10. Wenn in S fur Jede mit o aquivalente Maximalordnung
die Bedingung en A^ A2, A.Λ gellen, so gelten sίe auch in Sn fur jede
mit © aquivalente Maximalordnung. Die Arithmetik in S wird also auf
S
n
 erweitert.
§ 6 ARITHMETIK JDN EINFACHEN RINGEN
Es sei S ein halbprimarer Ring mit Einselement, dessen Radikal N
nilpotent ist: Λfp = 0. Der Restklassenring S/N ist halbeinfach. Dann
enthalt jede regulare Maximalordnung o von S das Radikal N. Ist namlich
c ein Element aus N, so ist o' = (o, o c o , . . . , (o c o)?-1) ein o umfassender
Schiefring und es gibt ersichtlich ein regulares Element λ mit λo 'Co.
Also ist o' = o und ceo. Es ist somit υ^5N. Da fίir jedes regulare
Element λλ N = N λ = N ist, enthalt jedes einseitige o-Ideal das Radikal
N. Geht man in S/N ίiber, so sieht man leicht, dass die Arithmetik in
S im wesentlichen die Arithmetik im halbeinfachen Ring S/N ist. Ist
S ein halbeinfacher Ring, also die direkie Summe von einfachen Ringen:
S = S, -4- .... + S
n
, so wird die Arithmetik in S auf die Arithmetik in
einzelnen Komponenten Si reduziert.
S sei nun ein einfacher Ring, also ein voller Matrizenring in einem
Schiefkόrper K : S = Σl",*,\ Ke^- Gut iπ s unsere Arithmetik, so hat S
eine die Matrizeneinheiten eiκ (i, k = 1,..., n) enthaltende Maximal-
130 Keizo ASANO
ordnung o : z. B. die Rechtsordnung des o^Linksideals (o1 eιv..., oλ eίk,
- - j °ι O> wo °ι eine Maximalordnung von S bedeutet. Es ist dann
°"=Σ!ί,fc 0o e** unc* °oist eίne regulare Maximalordnung von Ar. Denn ist
x e /f, so gibt es ein ganzes zweiseitiges o-Ideal α, so dass x α C o ist
da α = Σ«, * ^o e** m^ einem o0-Ideal α0 CI o0 ist, ist x α0 C o0, also #o0αC
xaQ C 00 (0 Φ Λ € α ). Ebenso gibt es ein /3 4- 0 aus o0, so dass βoQx'<^
o
ύ
 ist. Ist o0 nicht maximal, so ist o nicht maximal. Bedeutet α,, α 2 , . . .
(d| =t= α l+1) eine Teiler- bzw. Vielfachenkette von o0-Linksidealen in K,
so bilden oαA, oα,,... (oα^, Φ oα*) eine Teiler- bzw. Vielfachenkette von
0-Linksidealen in S. Es gilt daher der Teilerkettensatz sowie der einge-
schrankte Vielfachenkettensatz fίir o0-Linksideale in K. 1st o,/ eine mit
o
α
 aquivalente Maximalordnung von K, so ist o' = Σ4,fc oQ
r
eiίe eine mit o
aquivalente Maximalordnung von S. Demnach gilt in K unsere Arith-
metik und die gfegebene Arithmetik in S die Erweiterung der in K im
Sinne von § 5.
Zusammenfassend gilt :
SA.TZ 6.1. Die Arithmetik in halbprimaren Ring en ^vird auf die in
einfachen Ringen reduziert, und die Arithmetik in einfachen Rίngen ist
die Erweiterung der in Schίefkorpern.
HILFSSATZ 1. Es sei K ein kommutatίver Korper und I sei ein
Integrtatsbereich, dessen Quotientenkorper K ist. S sei eine Algebra
mit Einselement uber K. 1st o eine I ^ιmfassende Ordnung von S, so
gibt es fur jedes regiddre Element λ aits o ein reguldres Element μ aus
o, so dass \μ = μ\ G / ist. Jedes Element x aus S ist in der Form x =
a~
ly (α 6 7 , 2 / € o ) darstellbar. Jede I umfassende Ordnung ist also
regular.
Beweis. Da λ algebraisch ίiber K ist, gilt
aQ λ
e
 -f α, λ c~ l + ... + at = Q (^67)
Wenn t minimal gewahlt wird, so ist at Φ 0 (sonst multipliziere man λ~ l)
Setzt man μ = — (a, \*~l + ... -f α t_3) so ist at = \μ = μ\ e /. Fur
jedes x aus S gibt es ein regulares λ aus o mit x λ e o. Da es ein μ e o
mit a —\μ£l gibt, so ist x a == x \μ G o μ C o*
S sei nun eine separable Algebra ίiber K und das Einselement von S
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sei mit dem von K identifiziert. Es sei in K eine gewohnliche Arithmetik
definiert, d. h. K habe eine Ordnung 7, so dass die I-Ideale eine Gruppe
bilden.
DEFINITION. Eine Ordnung o von S heisst eine I-Ordnung, wenn
sie ein endlicher 7-Modul ist. Eine /-Ordnung heisst eine I-Maximal-
ordunng, wenn sie unter den 7-Ordnungen maximal ist.
HILFSSATZ 2. Die folgenden Bedingungen sind einander dquίvalent:
1. o ist eine I-Ordnung.
2. o ist ein I umfassender Teilring von S, welcher aus lauter ganzen
Elementen (beziϊglich 7) besteht und τvelcher eine K-Basίs von S enthalt.
Der Beweis wird wie bei Deuring durchgefiihrt.17)
Man erhalt ohne Mίihe:
HILFSSATZ 3. Eine I umfassende Ordnung von S, die mit einer I-
Ordnung άquivalent ist, ist eine I-Ordnung. Die I-Ordnung en von S
sind einander dquίvalent.
HILFSSATZ 4. Jede I-Maximalordnnng von S ist eine Maximalord-
nung in unserem Sinne. Jede mit einer I-Ordnung dquivalente Maxi-
malordnung ist eine I-Maximalordnung.
Es gibt bekanntlich eine 7-Maximalordnung von S und fur jede I-
Maximalordnung gelten die Bedingungen Ap A,, Ar Die Gesamtheit von
7-Maximalordnungen ist ein System aller einander aquivalenten Maximal-
ordnungen. Es gilt also unsere Arithmetik.
SATZ 6. 2. S sei eine eίnfache Algebra mit dem Zentrum K, in dem
«
die geiv'Jhnliche Arithmetik mit I als Hauptordnung definiert ist, und
o sei eine I umfassende Ordnung von S. Dann und nur dann ist o
eine 1-Ordnung', wenn of\K = I ist.
Beweis. Ist o eine 7-Ordnung, so ist o f\K = 7, weil 7 ganz abge-
schlossen ist. Jetzt sei o eine 7 umfassende Ordnung mit o f\ K = I. Es
sei o0 eina 7-Maximalordnung. Da oύ ein endlicher 7-Modul ist, so gibt
es ein 7-Element a Φ Q, so dass o0 a C o ist. oo0 ist also ein o-Links-
ideal, dessen Rechtsordnung sei o'. Es ist o' ^  o0. Wir nehmen jetzt an,
es sei o0 -4= o'. Dann gibt es ein Element α, das in o' aber nicht in o0
1 7 ) Vgl. M D^URING, Algebren.
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liegt. α = (o0, o0 a o0) ist ein zweiseitiges o^-Ideal. Wegen α ^ > o0 ist b =
α~
l
 ein ganzes zweiseitiges t>0-Ideal Φ o0. Bedeutet $ einen Primteiler von
b, so ist oOα = b-1^p-1. Es gilt bekanntlich poJ = ^
β(p = pΛ^);
also o' ^p-^p-1. Ferner ist 1 = o^ f\K ζo' f\K = Γ. Da aber
o'α: C oo0 o
f
a = oo
c
 α: C oo = o ist, so ist I f a = ofaf\K<^of\K = I.
Es ist somit / C Γ, Γ a C /. Da / die Hauptordnung von K ist folgt
daraus 7 = 7', also /= o' /~\7iL ^p'1. Es ergibt sich ein Widerspruch.
Es muss daher o' = o0 sein. Da o und o' Equivalent sind, so ist o eine
7-Ordnung.
Wir beweisen nun:
SATZ 6. 3. S seί eine einfache Algebra mίt dem Zentrum K und o
sei eine Ordnung von S, so dass die zweiseiligen o-Ideale eine Gruppe
bilden. Dann ist K der Quotientenkorper von I = K f\ o und es glit in
K die gewόhnliche Arithmetik mit I als die Hauptordnung, d. h. die
I-Ideale in K bilden eine Gruppe. -Ferner ist o eine I-Maximalordnung.
Beweis. $ sei ein Primideal von o und wir bilden o$. Es ist 7p —
o^) f\ K Φ K (sonst ware o^ — S). Ist a φ 0 ein Tic-Element, so ist a o^ —
Oj) a ein zweiseitiges op-Ideal, also a Op = ^ ?. Durch
φ (a) = c? (0 < c < 1), φ (0) = 0
wird eine nichtarchimedische, diskrete Bewertung von K definiert. Da
7ρ= {a I φ(oί)^ 1, a£K\ ist, so ist 7p der Bewertungsring von φ in
7ί, 7ί ist also der Quotientenkorper von 7p und 7p ist ein Hauptidealring.
Nach Satz 6. 2 ist op eine 7j>-Maximalordnung.
Es sei λ ein regulares Element aus o und λf + α1 V~
l
 -f ... + α, = 0
(at 6 Ar) sei das Minimalpolynom von λ es ist at Φ 0. Da λ als ein
Op-Eίement ganz bezuglich 7ρ ist, so ist at G 7p ({ = !,..., ί) fur jedes μ.
Wegen f\ , 7^ = f\* (K f\ orf = K f\ o = 7 ist α, e 7, Setzt man
 μ =
λ^~
l
 -f a λ*~2 + ... + at_v so ist μ e o, \μ= — at G 7. Da es fur jedes
7f-Element a \ 0 ein regulares Element λ e o mit αλ G o gibt und da fur
λ ein μ G o mit λ/^ = /3 e 7 existiert, so ist γ =?= α/5 € o und e Ar, also 7 e
7, α = 7//8. Damnach ist A der Quotientenkorper von 7.
Es geniigt zu beweisen, dass die 7-Ideale in K eine Gruppe bilden.
a sei ein beliebiges 7-Ideal. Setzt man b = (a o)-1, so ist « b = (a o)
(α o)-1 = o. Es gilt also
Arithmetik in Schiefringen 333
α
 l 6 1 - f - . . . -f α r 6 r = 1, α« € α, 6, e b
Bedeutet £ ein Primideai von o, so ist o^ =±: a bop = a$ bp \a$ = α 7jj) und,
da «
r
«
r
)~1 = /p ist, ist bp = cr^1' o^. o^ hat eine Minimalbasis u , . . . , u
n
bezuglicn I\. also
Bildet man eine regulare Darstellung von S mit MP . . . , un als Basis, so
sind die Koeffizienten der zu 6f entsprechenden Matrix Bt Elemente aus
ap-\ Es ist also
N (xl 6, + . . . -f α;r 6r) = Det. (^  βA -f . . . -f a;r JBr)
- - . vr »' - *
r> (v, + ... + v
r
 = w), 7%J . . . vr e «p-w,
wobei x ., . . . , x
r
 r Unbestimmte bedeuten. Da die #-Elemente γ
vl . . v r
von der Wahl der #-Basis unabhangig durch 6^ . . . , b
r
 eindeutig bestinunt
sind, so ist γ
v j . . vr e «^"
w
 fίir jedes p, also γ
v
ι vr ^  Λ ) αp"w = c Wenn
man O/Ί, . . . , x
r
 durch α1? . . . , ar ersetzt, so ist
/ C c an
Es ist also can — can~l. a=^I, d. h. a ist umkehrbar. Die 7-Ideale in
K bilden also eine Gruppe.
Aus Satz 6. 3. erhait man sofort :
SΛTZ 6.4. S seί eine eίnfache Algebra mit dem Zentrum K und in
S seί ein Gruppoίd G mit den folgenden Eίgenschaften defίniert :
1. Die Elemente von G sind regulare Elemente enthaltende Teil-
moduln von S. Sind α, b aus G komposierbar, so stimmt das Produkt
αb in G mit dem iiblichen Modulprodukt ilbereίn.
2. Jede Einheit o von G ist eine Ordnung von S.
3. Ist o eine Einheit von G, so ist jedes in o enthaltene o-Links-
ideal ein Element von G mit der Linkseinheίt o.
Dann ist der Durchschnitt I = K f\ o fur jede Einheit von G der
gleiche. K ist der Quotientenkorper von I und es gilt in K die gewohn-
liche Arithmetik mit I als die Hauptordnung. Die Gesamtheit der Ein-
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heiten von G ist die Menge aller I-Mάxίmalordnungen und G ist das
Gruppoid aller normalen Ideale.
(Eingegangen 3. Februar, 1949;
